PROBLEMAS DE F{SicA MATEMATICA
Espacio Dual - Tensores
Boletin 2
Marzo de 2011

10. Considera la sucesién de funciones |f,) dada por (z|f,) = fu(z) = Ze "*l. Demues-

tra que lim,, o |fn) ¢ L*(R) y que, en cambio, lim,, . (f,| € L**(R).

11. Sea V un espacio vectorial real de dimension n = 3. En una base |e;) la matriz de

productos escalares es

1 20
g;=1 2 1 1
010

— Obtén las componentes covariantes v; del vector |v) = 3|e1) + |es) — 2|es).

— Para un operador Ale;) = |es) +es), Ales) = 2|es) —|er), Ales) = |e1) —|eq),

define y calcula las dos formas asociadas A’; y A;;.

— (Cudl es la signatura de g;;?

12. Sean A'; (i,j = 1,...,d) las componentes de un operador lineal, A, en una cierta

base de un espacio vectorial V' (dim V = d), definimos el determinante
det A= AY; A%, - A ¢rizia

— Demuestra que det(A B) = det A det B.

— Demuestra que bajo cambios de base |e;) — |ey), el determinante es invariante

1..d

det A = det A’. (Recuerda que, por definicién, e = €14 = 1 en cualquier

base).

13. En una base del espacio V' de dimensién 2, {|e;), i = 1,2}, el tensor T, tiene las

siguientes componentes:
Tin=1,Te=2,Tion=Ta=0, Tino=—1, Tonn =3, Tora =4, Tosy = -3 .

— Calcula Tk, Tiijiks Tiajrys ¥ Tiije)



14.

15.

16.

17.

18.

1 g .
— Dado el tensor métrico g;; = , calcula T4, y T,
1

. , 1 1
— Escribe el cambio de base |e;) = A'y|e;) donde A*y = . Obtén las
-1 1

ANS z
componentes en la nueva base para Tjyn, para T° My para gi; (Cudl es la

signatura de g7

Calcula el nimero de componentes de un tensor de rango (0, ¢) totalmente simétrico,
o antisimétrico. Demuestra que la contraccién de un par de indices simétricos, con

otro par de indices antisimétricos es idénticamente nula.

Demuestra que si A% = ged en una base |e;), en otra base |e;) = A'j/le;),

L -
Aia =g’ €17 con a' = a (det A)L.

Nota: En los ejercicios que siguen a continuacién trabajaremos en el espacio euclideo

3-dimensional, es decir g;; = d;5, 1 = 1,2, 3.

Sea €5 el tensor totalmente antisimétrico en tres dimensiones. Expresa produc-
tos y contracciones tensoriales: ¢;;x€!™"; €;,€™F; €;5p€l® inek térmi (d
y L Eijk €€ €€’y €,€7" en términos (de

combinaciones de productos) del tensor d;;.

Demuestra las siguientes identidades vectoriales (utiliza el ejercicio anterior):

Demuestra que el volumen V' encerrado en una superficie S puede expresarse medi-

ante la siguiente integral
1 (= -
V== / V(|Z|*) - dS
6 /s



