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1. Demuestra que Γ(1/2) =
√
π.

2. Calcula (1/2)! y (3/2)!; encuentra una expresión general para (n+ 1/2)! y (n− 1/2)!.

3. Mediante los cambios z = a xb, w = y xc,

• Transforma la ecuación de Airy, y′′ + x y = 0, y encuentra la solución general.

• Transforma las ecuaciones 4x2y′′ + 4xy′ + (x2 − p2)y = 0, y, xy′′ − y′ + xy = 0 en
ecuaciones de Bessel.

4. Demuestra que d
dx

[x−pJp(x)] = −x−pJp+1(x).

5. Encuentra la expansión de Bessel-Fourier para las funciones

f1(x) =


1 si 0 ≤ x < 1/2,
1/2 si x = 1/2,
0 si 1/2 < x ≤ 1,

(para p = 0), y f2(x) = xp, 0 ≤ x ≤ 1. Emplea el último resultado para mostrar que

∞∑
n=1

λ−2
n =

1

4(p+ 1)
, con λn, n = 1, 2, 3, . . .

los ceros positivos de la función Jp(x).

6. Función generatriz de las funciones de Bessel.

• Multiplica las series correspondientes a exz/2 y e−x/(2z) para obtener que

ex(z−1/z)/2 =
∞∑

n=−∞

Jn(x)zn .

• Empleando esta función generatriz, demuestra que

Jn(x) =
1

π

∫ π

0

dθ cos (nθ − x sin θ).

7. Empleando la función generatriz de los polinomios de Legendre:

• Demuestra la relación (p+ 1)Pp+1(x) = (2p+ 1)xPp(x)− pPp−1(x).



• Encuentra los valores de P2p+1(0) y P2p(0).

8. Demuestra que: ∫ 1

−1

dx

1− 2xz + z2
=
∞∑
n=0

2z2n

2n+ 1
.

9. Encuentra los tres primeros términos de la serie de Legendre de las funciones f1(x) =
x θ(x) y f2(x) = ex, con −1 ≤ x ≤ 1 (la función escalón o de Heavyside se define tal que
θ(x) = 1 para x > 0 y θ(x) = 0 para x < 0).

10. Prueba que si p(x) es un polinomio de grado n tal que
∫ 1

−1
dx xk p(x) = 0 para todo

k = 0, 1, 2, . . . , n− 1, entonces p(x) es proporcional a Pn(x).

11. Usando la fórmula de Rodrigues para los polinomios de Hermite, encuentra los de
grado 1, 2 y 3, y demuestra que Hn+1(x) = 2xHn(x)−H ′n(x).

12. Demuestra que

xL′n(x) = n[Ln(x)− Ln−1(x)] y (n+ 1)Ln+1(x) = (2n+ 1− x)Ln(x)− nLn−1(x) .

A partir de la fórmula de recurrencia de los polinomios de Laguerre, cn+1 = −(p−n)cn/(n+
1)2, ∀n ≥ 0, expresa todos los coeficientes {ck; k ≥ 0} en función de c0.

13. Expresa la ecuación de los polinomios de Legendre como un caso particular de la
ecuación de la función hipergeométrica. Haz lo mismo para la ecuación de los polinomios
de Laguerre.

14. Verifica las siguientes igualdades:

(1 + x)p = F (−p, b, b ;−x) , ln (1 + x) = xF (1, 1, 2 ;−x),

arcsenx = xF (1/2, 1/2, 3/2 ;x2) , ex = lim
b→∞

F (a, b, a ;x/b) .

15. Ecuación de Chebyshev.

• Encuentra la solución general en serie de potencias alrededor de x0 = 0 de la ecuación
de Chebyshev,

(1− x2) y′′ − x y′ + p2 y = 0 , p ≥ 0 .

Observa que para p = n número entero, las soluciones son polinomios.

• Repite el apartado anterior tratando la ecuación de Chebyshev como una ecuación
hipergeométrica cerca de x0 = 1 (haz el cambio t = (1− x)/2).

• Demuestra que la relación Tn(cos θ) = cos(nθ) define los polinomios de Chebyshev
del apartado anterior, y encuentra una expresión para ellos como suma de un número
finito de potencias.


