METODOS MATEMATICOS IV, curso 2007/2008

Problemas 7 y 8 del Examen Final (11 de junio de 2008)

7) Sea I' un circulo de radio unidad, R = 1, y JI" su frontera.

e Siw satisface la ecuacién de Laplace en el interior de I' y su valor en OI" es u(0I') = 3 sen+1,
icudl es el valor maximo de u en I'? ; Cudnto vale u en el centro de I'?

Encuentra la solucién de V?v = 1 en el interior de T', tal que v(dT") = 0.

Si u satisface la ecuacién de Laplace en el interior de I', tiene sus valores maximo y minimo
en OI'. Es suficiente, entonces, calcular el maximo de 3 senf + 1, que tiene lugar cuando
sen f es méaximo, es decir, § = /2. Por lo tanto, |méx.u = 4

Siendo u una funcién arménica, satisface el teorema del valor medio:

1 1 2
u(centro) = —j{ udf = 2—/ (3senf +1)dd = |u(centro) =1
ar 0

™ ™

ya que la integral del seno se anula en un periodo.

Al ser una ecuacién inomhogénea, v = v® 4+ v donde v es la solucién general de la
homogénea (ecuacién de Laplace) y v es una particular de la inhomogénea. Empecemos
por esta ultima.
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es una solucion sencilla (cualquiera vale!) que, ademds, no dificulta la implementacién de
las condiciones de contorno.! Como v® (AT') = 1/4, entonces v (0T') = —1/4. Es decir,
v® es una funcién arménica en I' que toma un valor constante —1/4 en la frontera. Por el
teorema del valorméximo/minimo,

1
o) = = = v = i(r2 —1)
4
8) Resuelve la ecuacién
:):2um—2xuxy+1uyy+§uy:0, r>1,

sujeta a las condiciones de frontera u(1l,y) =0y u,(1,y) = 1.

Teniendo en cuenta que a;; = 2%, a1 = —T Y a9 = 3/4,
3 1
2 2 2 2
A = ajy — ayy agp = (—1) — =40 >0,
1Si trabajo en polares, sin incluir dependencia en 6 (es innecesaria por simetrial), V2u(P) = vyﬂ) + %vﬁp ) = 1,

entonces v®) = 32



en la regién de interés (z > 1). Se trata de una ecuacién hiperbdlica. Llevémosla a la forma
canodnica. Para ello tenemos que calcular
—a12+\/A_$+%.'L'_3 —alg—\/A l'—%l' 1

_)\1 - 2 — 5_ _A2 == - 2 - 5 9
ail T 2x aiy T 2x

y calcular las curvas caracteristicas

dy 3 L4 3 dx N (2.7) +31 .

- = —— = —— — T = — 10g xr = Cle
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e 5o y 5 pa(z,9) y+ 5 loga = cte

Ahora, para llevar la ecuacién a su forma candnica, es suficiente con elegir

3 1
E(x,y) = p1(z,y) =y + 2 logz , n(z,y) = pa(z,y) =y + 3 logz ,

y escribir la ecuacion diferencial que satisface u(€,n). Para ello, teniendo en cuenta que

3 1
T 5 r = 5. > = =1 )
S 2z L 2 Sy =1y
vemos que:
1
uw:u&ﬁx"‘unnw:%(?’uﬁ‘i‘un)v Uy = Ug &y + Uy Ny = Ug + Uy
y las segundas derivadas
1
Uew = —5 5 (3Ug+un)+§(3u§x—l—um)
1(3 +)+1 31(3 + )+1(3 + Upy)
= ——— Bus+u — —(3u U —(3u U
) 3 n 2 2 133 &n 2 né nn
1 /9 3 1 3 1
= o\ g e T g ey T Uy g e 5 Uy
1 1
Ugy = o (Bugy + uyy) = %(3 [Uee + Ugy] + [Une + ty])
1
= g(3ufﬁ+4“£n+“nn)
Uyy = Ugy + Uny = Uge + Ugy + Une + Upy = Uge + 2 Ugy + Uy

Por lo tanto,

9 3 1 9 3 1 3 1
T um—2xumy—|—1uyy+§uy: Z—lu5§+§u§n+1unn—§u5—§un

3 1
—(3uge + 4ugy + uyy) + Z(Uss + 2ugy + Upy) + 5(“5 +up) = —ugy —ug =0 .



En su primera forma candnica, la ecuacién adquiere, como vemos, una forma muy sencilla! De
hecho, podemos integrar en 7,

ug Fue =0 = ug=F()e,
donde F(§) es una funcién a determinar, y luego integrar en &,
ue=F(e" = wEn)=GE)e "+ Hn),

donde H (n) serd determinada por las condiciones de frontera, y G () es la integral de F'(§) (aunque
este dato resulta irrelevante!). Escribiendo la solucién general en las variables originales,

1 3 1
u(x,y)—ﬁeyG<y+§logx>+H(y+§logx) , (1)

1 _ . ..
donde usamos que e~z log) — \} e Y. Ahora imponemos las condiciones de frontera. Para ello

— V=
calculamos,

1 3 3 3 1 1
uz(x,y) = ~5.372 ¢ e (y—ir 3 logx) + 57373 © e (y—ir 3 logx) + %H (y+ 5 10gx> .
Por lo tanto, las condiciones de frontera resultan:

u(ly) =eGy) + Hy) =0 = H(y)=—-e"Gy),
uelly) = =5 eV Gly) +5 VG y) + 3 H) =1

pero como H(y) = —e Y G(y), entonces H'(y) = —e ¥ (G'(y) — G(y)) y la segunda condicién de
frontera resulta
e VG (y) =1 = Gly)=¢ = H(y) =-1.

Reemplazando en (1),

1
u(x,y):ﬁe’yz:s/zey—l = u(z,y) =x —1

3
ya que ¥tz 18T — 33/2 oy




